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摘　　　要：利用模糊结构元方法研究了初始条件为模糊数的线性模糊微分系统的稳定性问
题。将线性模糊微分系统化成同解的线性分明微分系统，给出了线性模糊微分系统解的解析

表示，得到了系统稳定的充要条件。讨论了２维线性模糊微分系统平衡点的类型以及判定条
件，说明在一定条件下线性模糊微分系统与线性分明微分系统平衡点的稳定性一致。最后，给

出了２个实例并画出了系统相应的轨线，表明了模糊结构元方法的有效性和可行性。
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１　引　言

在自然界中，存在着一类特殊的不确定的动力

系统，这种类型的系统可以通过模糊微分方程来很

好地进行描述［１２］。在Ｈｕｋｕｈａｒａ导数意义下，文献
［３４］利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ第二方法、文献［５］利用标量
方程和比较原理研究了模糊微分系统的稳定及渐进

稳定；文献［６７］从微分包含的角度研究了模糊微
分系统的稳定性；文献［８９］等用复数表示模糊数
的λ－水平截集，从而把线性模糊微分系统转化成
线性分明的复微分系统，分别研究了模糊初值和模

糊系数矩两种情形下系统平衡点的稳定性；文献

［１０］等研究了线性模糊矩阵微分系统平衡点的稳
定性。

以上方法的不足是：一是微分包含没有利用模

糊值函数的导数；二是用λ－水平截集函数的导数
表示模糊值函数的导数，无法克服 λ－水平截集的

遍历性困难。模糊结构元方法［１１］可以解析表示模

糊值函数以及模糊值函数的微分和积分，在文献

［１２１４］中我们利用模糊结构元研究了模糊初值和
模糊系数矩两种情形下的线性模糊微分系统的求解

问题，本文利用模糊结构元方法研究线性模糊微分

系统的稳定性。

２　相关定义和引理

定义１［１１］　设Ｅ为实数域Ｒ上的模糊集，如果
隶属函数Ｅ（ｚ），ｚ∈Ｒ。满足性质：①Ｅ（０）＝１；②在
区间［－１，０）上Ｅ（ｚ）是单增右连续函数，在区间（０，
１］上是单降左连续函数；③当 －∞ ＜ｚ＜ －１或者
１＜ｚ＜ ＋∞时，Ｅ（ｚ）＝０，且 Ｅ（－ｚ）＝Ｅ（ｚ），称 Ｅ
为Ｒ上的对称模糊结构元。

引理１［１１］　设Ｅ是Ｒ上的任意模糊结构元，又
设函数ｆ（ｔ）在区间［－１，１］上是单调有界的，^ｆ（ｔ）是
ｆ（ｔ）的延拓集值函数，则 ｆ^（Ｅ）是 Ｒ上有界闭模糊



数，且 ｆ^（Ｅ）的隶属函数为，这里是ｆ（ｔ）关于变量ｔ和
ｙ的轮换对称函数 （若 ｆ（ｔ）是连续严格单调的，则
ｆ－１（ｔ）是ｆ（ｔ）的反函数）。

在不引起混淆的情况下，记 ｆ^（ｔ）为ｆ（ｔ）。
定义２［１１］　设二元函数ｇ（ｔ，ｙ）＝ｆ（ｔ）＋ω（ｔ）ｙ，

其中：ｆ（ｔ）和ω（ｔ）在ＴＲ上有界，且ω（ｔ）非负，易
知函数ｇ（ｔ，ｙ）关于 ｙ在［－１，１］上单调有界，对于
给定的模糊结构元Ｅ，称：

珓ｘ（ｔ）＝ｆ（ｔ）＋ω（ｔ）Ｅ （１）
为模糊结构元Ｅ线性生成的模糊值函数。对于

给定ｔ∈Ｔ，当ｆ（ｔ）和ω（ｔ）≥０都为常数，则式（１）为
由模糊结构元Ｅ线性生成的模糊数。

文献［１５］证明了对于任何有界模糊数或模糊
值函数，均存在一个模糊结构元Ｅ，使其能够由这个
结构元线性生成。

由对称模糊结构元Ｅ线性生成的模糊值函数全
体用ＲＥ表示。

定义３　设珘ａ，珓ｂ∈ＲＥ，记 珘ａ＝珔ａ＋珔ａＥ，珓ｂ＝珋ｂ＋珋ｂＥ，
其中：珔ａ，珔ａ，珋ｂ，珋ｂ是实数，且珔ａ，珋ｂ＞０，则：

ｋ１珘ａ±ｋ２珓ｂ＝（ｋ１珔ａ±ｋ２珋ｂ）＋（｜ｋ１珔ａ｜＋｜ｋ２珋ｂ｜）Ｅ
且ｋ１珘ａ±ｋ２珓ｂ隶属函数为

μ（ｋ１珘ａ±ｋ２珓ｂ）（ｘ）＝Ｅ
ｘ－（ｋ１珔ａ±ｋ２珋ｂ）
｜ｋ１珔ａ｜＋｜ｋ２珋ｂ( )｜） （２）

定义３说明ＲＥ关于模糊数的线性运算封闭。
引理２［１１］　设珓ｘ（ｔ）∈ＲＥ，令珓ｘ（ｔ）＝ｆ（ｔ）＋ω（ｔ）Ｅ，

且ω（ｔ）非负。若函数ｆ（ｔ）和ω（ｔ）可导，则：

珓ｘ′（ｔ）＝
ｆ′（ｔ）＋ω′（ｔ）Ｅ，　　ω′（ｔ）≥０；
ｆ′（ｔ）＋（－ω′（ｔ））Ｅ，ω′（ｔ）{ ＜０

（３）

引理２说明，对于模糊结构元 Ｅ线性生成的模
糊值函数珓ｘ（ｔ），其导数函数珓ｘ′（ｔ）也可由模糊结构元
Ｅ线性生成。

定义４［１６］　如果矩阵Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ
ｎ×ｎ的每一个

元素ａｉｊ≥０，称Ａ为非负矩阵，用Ａ≥０表示。如果每
一个元素ａｉｊ＞０，则称Ａ为正矩阵，用Ａ＞０表示。

３　主要结果

３１　ｎ维线性模糊微分系统的稳定性
考虑如下ｎ维线性模糊微分系统

ｘ＝Ａｘ；
ｘ（０）＝珓ｘ{

０
（４）

其中：Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ∈Ｒ
ｎ×ｎ为ｎ阶实矩阵；ｘ＝（ｘ１（ｔ），

ｘ２（ｔ），．．．，ｘｎ（ｔ））
Ｔ；珓ｘ０＝（珓ｘ０１，珓ｘ０２，．．．珓ｘ０ｎ）

Ｔ为 ｎ维
模糊向量，且 珓ｘ０＝（珓ｘ０１，珓ｘ０２，．．．珓ｘ０ｎ）

Ｔ∈ＲｎＥ。
令 珓ｘ０ｉ＝珋ｘ０ｉ＋珋ｘ０ｉＥ（ｉ＝１，２，．．．，ｎ），于是模糊初

值 珓ｘ０表示为
珓ｘ０＝珔Ｘ０＋珔Ｘ０Ｅ （５）

其中：珔Ｘ０＝（珋ｘ０１，珋ｘ０２，．．．珋ｘ０ｎ）
Ｔ，珔Ｘ０＝（珋ｘ０１，珋ｘ０２，．．．珋ｘ０ｎ）

Ｔ∈
Ｒｎ。由定义１知，未知模糊值函数ｘｉ（ｔ）∈ＲＥ（ｉ＝１，

２，．．．，ｎ），记
ｘｉ（ｔ）＝珋ｘｉ（ｔ）＋珋ｘｉ（ｔ）Ｅ （６）

其中 珋ｘｉ（ｔ）为未知实函数，且 珋ｘｉ（ｔ）≥０，由引理２有：

ｘｉ（ｔ）＝珋ｘ
·

ｉ（ｔ）＋珋ｘ
·

ｉ（ｔ）Ｅ，珋ｘ
·

ｉ（ｔ）＞０ （７）
于是ｎ模糊微分系统（４）化为同解的２ｎ维分明

微分系统：
Ｘ（ｔ）＝ＳＸ（ｔ）；
Ｘ（０）＝Ｘ{

０
（８）

其中：Ｘ（ｔ）＝（珔Ｘ（ｔ），珔Ｘ（ｔ））Ｔ；珔Ｘ（ｔ）＝（珋ｘ１（ｔ），
珋ｘ２（ｔ），．．．，珋ｘｎ（ｔ））

Ｔ，珔Ｘ（ｔ）＝（珋ｘ１（ｔ），珋ｘ２（ｔ），．．．，珋ｘｎ

（ｔ））Ｔ∈Ｒｎ；Ｓ＝
Ａ ０
０( )Ａ′∈Ｒ２ｎ×２ｎ，Ａ′＝（｜ａｉｊ｜）ｎ×ｎ∈

Ｒｎ×ｎ；Ｘ０＝（珔Ｘ０，珔Ｘ０）
Ｔ。关于系统（４）与系统（８）同解

的条件见文献［１３］。
系统（８）的求解主要是求出相应的基解矩阵，

常用的方法有特征值和特征向量法、哈密顿 －凯莱
定理法及约当标准型法等。

引理３［８］　设Ｂ∈Ｒｎ×ｎ，必存在非奇异矩阵Ｐ∈
Ｒｎ×ｎ，使得Ｐ－１ＢＰ＝Ｊ，其中 Ｊ具有约当标准型 Ｊ＝
ｄｉａｇ［Ｊ１，Ｊ２，．．．，Ｊｎ］，即

Ｐ－１ＢＰ＝ｄｉａｇ［Ｊ１，Ｊ２，．．．，Ｊｎ］ （９）
于是，系统（９）的解为
Ｘ（ｔ）＝ｅｘｐ（Ｓｔ）Ｘ０＝Ｐｅｘｐ（Ｊｔ）Ｐ

－１Ｘ０ （１０）
由定义３可知系统（４）存在模糊零解 ０，其中

０＝０＋０Ｅ，０∈Ｒｎ。系统（４）的模糊零解 ０便是系统
（８）的分明零解０，因此关于系统（４）模糊零解 ０的
稳定性讨论便转化成对系统（８）分明零解０的稳定
性讨论。

定理１　系统（４）的模糊零解 ０稳定的充要条
件是系统（８）的矩阵 Ｓ的所有特征值都有非正实
部，且每个零实部的特征值都对应 Ｓ的约当标准形
中的一维约当块。

证明　由文献［１７］知系统（８）零解０稳定的充
要条件是系统（８）的矩阵 Ｓ的所有特征值都有非正
实部，且每个零实部的特征值都对应 Ｓ的约当标准
形中的一维约当块，文献［１３］保证了系统（４）与系
统（８）同解，由此定理得证。

定理２　若系统（４）的矩阵Ａ≥０，则系统（５）的
模糊零解 ０稳定性与以Ａ为矩阵的分明线性齐次微
分系统分明零解０的稳定性一致。

证明　若 Ａ≥０，则 Ｓ＝
Ａ ０
０( )Ａ。所以 ｄｅｔ（Ｓ－

λＥ）＝ｄｅｔ（Ａ－λＥ）·ｄｅｔ（Ａ－λＥ）＝０，说明矩阵 Ｓ
的特征值与矩阵Ａ的特征值一致，在由定理１，结论
成立。下面讨论２维模糊微分系统的稳定性。
３１　２维线性模糊微分系统的稳定性

考虑下面２维线性模糊微分系统：
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ｘ＝Ａｘ；
ｘ（０）＝珓ｘ{

０
（１１）

其中：Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ∈Ｒ
２×２为２阶实矩阵；ｘ＝（ｘ１（ｔ），

ｘ２（ｔ））
Ｔ；珓ｘ０＝（珓ｘ０１，珓ｘ０２）

Ｔ∈Ｒ２Ｅ。
对于系统（１１）存在齐次仿射变换，即存在２阶

非奇异实矩阵 Ｑ使得 Ｑ－１ＡＱ＝Ｃ，于是系统（１１）便
化为

ｙ（ｔ）＝Ｃｙ（ｔ）；
ｙ（０）＝珓ｙ{

０

（１２）

且 珓ｘ０＝Ｑ珓ｙ０。其中，实矩阵 Ｃ具有下列三种形
式：

Ｃ＝
λ１ ０

０ λ[ ]
２

，Ｃ＝
λ ０
０[ ]λ，Ｃ＝ ａ －ｂ[ ]ｂ ａ

λ，λ１，λ２，ａ，ｂ∈Ｒ。由于系统（１１）和系统（１２）
的轨线具有相同的拓扑结构，下面讨论系统（１２）的
稳定性。

定理３　若 Ｃ＝
λ１ ０

０ λ[ ]
２

，当 λ２＞λ１＞０或

λ１＞λ２＞０时，系统（１１）的平衡点为不稳定的结点；
当λ２＜０＜λ１或 λ１＜０＜λ２，且 Ａ≥０时，系统（１１）
的平衡点为鞍点。

证明　若Ｃ＝
λ１ ０

０ λ[ ]
２

，则Ｓ＝

λ１ ０ ０ ０

０ λ２ ０ ０

０ ０ ｜λ１｜ ０

０ ０ ０ ｜λ２













｜

，

当λ２＞λ１＞０或λ１＞λ２＞０时，Ｓ＝

λ１ ０ ０ ０

０ λ２ ０ ０

０ ０ λ１ ０

０ ０ ０ λ













２

，

由定理１知系统（１１）的平衡点为不稳定的结点；当
λ２ ＜０＜λ１ 或 λ１ ＜０＜λ２，且 Ａ≥０时，Ｓ＝
λ１ ０ ０ ０

０ λ２ ０ ０

０ ０ λ１ ０

０ ０ ０ λ













２

由定理 １知系统（１１）的平衡点

为鞍点。

定理４　若Ｃ＝
λ ０
０[ ]λ，当 λ＞０时，系统（１１）

的平衡点为不稳定的临界结点。

证明　类似定理３的证明方式，结论成立。

定理５　若Ｃ＝
ａ －ｂ[ ]ｂ ａ

，当 ａ＞０且 Ａ≥０时，

系统（１１）的平衡点为不稳定的焦点；当ａ＝０且Ａ≥
０时，系统（１１）的平衡点为中心。

证明　类似定理３的证明方式，结论成立。

４　实　例

例１　考虑如下模糊微分系统：
ｘ１（ｔ）
ｘ２（ｔ( )） ＝ ２ ０( )０ －２

ｘ１（ｔ）
ｘ２（ｔ( )）；

珓ｘ１（０）＝１＋Ｅ，珓ｘ２（０）＝２＋
{

Ｅ

（１３）

的稳定性。

若Ａ≥０，由定理３知系统（１３）的平衡点为鞍
点，且可化为系统：

珋ｘ
·

１（ｔ）

珋ｘ
·

２（ｔ）

珋ｘ
·

１（ｔ）

珋ｘ
·

２（ｔ















）

＝

２ ０ ０ ０
０ －２ ０ ０
０ ０ ２ ０











０ ０ ０ －２

珋ｘ１（ｔ）
珋ｘ２（ｔ）
珋ｘ１（ｔ）
珋ｘ２（ｔ











）

；

珋ｘ１（０）＝１，珋ｘ２（０）＝２，珋ｘ１（０）＝１，珋ｘ２（０）















＝１
（１４）

由引理３得系统（１３）解的模糊结构元解析表示
为

ｘ１（ｔ）
ｘ２（ｔ( )） ＝ ｅ２ｔ

３ｅ－２( )ｔ ＋ ｅ２ｔ

３ｅ－２( )ｔＥ （１５）

如果在（ｘ１，ｘ２）相平面的其他３个象限分别来
取模糊初值（－１＋Ｅ，２＋Ｅ），（－１＋Ｅ，－２＋Ｅ），
（１＋Ｅ，－２＋Ｅ），那么系统平衡点的轨线［１８］分布如

图１所示。
由于系统（１３）的模糊解可以由模糊结构元解

析表示，所从图１可以看出轨线上的每一点为模糊
数。

图１　系统（１３）的轨线分布
Ｆｉｇ１　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍｓ（１３）

例２　考虑下面模糊微分系统：
ｘ１（ｔ）
ｘ２（ｔ( )） ＝ ０ －２( )２ ０

ｘ１（ｔ）
ｘ２（ｔ( )）；

珓ｘ１（０）＝１＋Ｅ，珓ｘ２（０）＝３＋
{

Ｅ

（１６）

的稳定性。

若Ａ≥０，由定理４知系统（１６）的平衡点为中
心，且可化为系统：
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珋ｘ
·

１（ｔ）

珋ｘ
·

２（ｔ）

珋ｘ
·

１（ｔ）

珋ｘ
·

２（ｔ















）

＝

０ －２ ０ ０
２ ０ ０ ０
０ ０ ０ －２











０ ０ ２ ０

珋ｘ１（ｔ）
珋ｘ２（ｔ）
珋ｘ１（ｔ）
珋ｘ２（ｔ











）

；

珋ｘ１（０）＝１，珋ｘ２（０）＝３，珋ｘ１（０）＝１，珋ｘ２（０）















＝１
（１７）

由引理３得系统（１６）解的模糊结构元解析表示
为

ｘ１（ｔ）
ｘ２（ｔ( )） ＝ ｃｏｓ２ｔ－３ｓｉｎ２ｔｓｉｎ２ｔ＋３ｃｏｓ２( )ｔ＋ ｃｏｓ２ｔ－ｓｉｎ２ｔｃｏｓ２ｔ＋ｓｉｎ２( )ｔＥ

（１８）
若在（ｘ１，ｘ２）相平面的其他３个象限分别取模

糊初值：

（－１＋Ｅ，３＋Ｅ），（－１＋Ｅ，－３＋Ｅ），（１＋Ｅ，－３＋Ｅ）
那么系统平衡点的轨线分布如图２所示。由于

系统（１６）的模糊解可以由模糊结构元解析表示，从
图２也可看出轨线上的每一点都为模糊数。

图２　系统（１６）的轨线分布
Ｆｉｇ２　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍｓ（１６）

５　结　论

本文利用模糊结构元方法将线性模糊微分系统

化成同解的分明微分系统，讨论了系统平衡点的类

型。重点讨论了２维线性模糊微分系统平衡点的类
型及判定条件，结论表明，在系统的参数矩阵 Ａ≥
０的情况下，线性模糊微分系统平衡点的稳定性与
分明线性微分系统平衡点的稳定性一致。模糊结构

元方法的优点是可以解析的把系统的解表示出来，

进而画出系统平衡点的轨线分布来直观的说明系统

平衡点的类型。除了从系统解的角度研究平衡点的

稳定性之外，也可以从系统结构本身去讨论稳定

性，即Ｌｙａｐｕｎｏｖ第二方法［１９］。关于非线性模糊微

分系统的稳定性的研究，是下一步的工作。
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ＹａｎｇＺｈｕｏｑｉｎ．Ｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓ
ｔｅｍｓＭ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＢｅｉｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎａｕ
ｔｉｃｓＰｒｅｓｓ，２０１０．）

［１８］王五生．自治系统的积分曲线和相轨线［Ｊ］．云南大学学报，
２００８，３０（Ｓ２）：１２５１２７．（ＷａｎｇＷｕｓｈｅｎｇ．Ｉｎｔｅｇｒａｌｃｕｒｖｅｓａｎｄ
ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＹｕｎｎａｎ
ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２００８，３０（Ｓ２）：１２５１２７．）

［１９］许文琳，吴蓉晖．模模糊控制系统的李亚普诺夫第二法稳定性
分析［Ｊ］．湖南大学学报，２００４，３１（３）：８６８９．（ＸＵＷｅｎｌｉｎ，
ＷＵＲｏｎｇｈｕｉ．Ｌｙａｐｕｎｏｖｓｉｎｄｉｒｅｃｔｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆ
ｆｕｚｚｙｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＨｕｎａｎｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２００４，３１
（３）：８６８９．）
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