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摘　　　要：无刷直流电机因其高效率、长寿命、低噪声及其良好的机械特性等优点，在航
空、军事、汽车、办公自动化等行业得到了广泛的应用。考虑到多相永磁无刷电机转子磁路结

构及气隙磁密度波形对电机运行性能和控制策略的影响，需要建立精准的电机数学一般模型。

而含有积分环节的ＰＩＤ控制使得电机控制系统响应缓慢，加之功率管换向过程中电感的作用，
相电压波形与理想方波有较大差距，导致转矩脉动大，转速响应缓慢。通过改变柔性变结构的

控制策略，并结合稳定的线性系统，以三相电机为研究对象，提出了多相无刷直流电机变饱和

柔性变结构的控制器设计方法。仿真实验结果表明，采用变饱和柔性变结构控制较传统 ＰＩＤ
控制具有更好的控制性能，转速响应快，转矩脉动小。
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１　引　言

多相无刷直流［１］推进电机与传统的三相无刷直

流电动机相比，有以下优点［２３］：

①降低转矩脉动和电流变化范围。
②在没有提高相电压的等同条件下，能提高电

枢的利用率。

③减小转矩脉动。
④减小磁轭和重量。
⑤系统稳定性高、增大功率密度和改善容错控

制能力。

⑥降低单体驱动功率器件负荷，实现低电压条

件下的大功率输出。

但由于无刷直流电机是一个多变量非线性强耦

合的控制系统［４］，随着工业应用对控制精度以及对

控制系统的稳态和动态性能要求的提高，传统的

ＰＩＤ控制系统难以满足要求［５］。

虽然很多的现代控制方法［６］被提出，如模糊控

制［７８］，神经网路控制［９１０］，但是采用这些智能控

制器结构复杂，不易工程实现。柔性变结构［１１］具

有性能可靠，实现简单的特点。本文通过分析柔性

变结构控制器［１２］的优点，在此基础上结合线性系

统，提出变饱和变结构控制方法，以期满足控制系

统响应速度快，运行稳定的要求。



２　多相永磁无刷直流电机数学模型［１３］

２１　定子相绕组电压方程
约定定子相绕组正向电流产生正向磁链，从绕

组方向看，电压电流正方向一致。根据磁链方程：

ψＳＳ＝ＬＩ （１）
得到每个绕组的电压方程为

Ｕ＝ｄｄｔψｓｓ＋ＲＩ＋Ｅ （２）

式中：Ｕ是定子相绕组电压；ψＳＳ是由定子多相绕
组联合产生的磁链；Ｒ、Ｉ是定子相绕组电阻和电
流；Ｅ是转子永磁体在定子每相绕组中感应的反电
势；Ｌ为定子相绕组电感。
２２　定子相绕组反电势方程

根据无刷直流电机反电动势公式：

Ｅ＝∑Ｂｌｖ （３）

可得：

Ｅ＝
ｗｌｅｆτω
ｑπ∑

ｑ

ｉ＝１ Ｂ（γ＋
βπ
２＋

（ｑ－１）θ
２ －（ｉ－１）θ）[ －

Ｂ（γ－βπ２＋
（ｑ－１）θ
２ －（ｉ－１）θ ]） （４）

式中：γ为转子ｄ轴顺转向超前定子相绕组轴线的
电角度；Ｂ为气隙磁密。ω为定子每相绕组串联匝
数；ｌｅｆ为定子铁心长；τ为极距；β为线圈短距比；
θ为槽距电角；ｑ为每极每相槽数是常数。

当电机转子角速度 ω不变时，对于集中绕组，
将β＝１，ｑ＝１代入式（４）可得：

Ｅ＝
２ｗｌｅｆτω
π
Ｂ［γ＋π２］ （５）

式（５）表明当电机转子电角速度 ω不变时，反
电势波形与气隙磁密波形相同，二者均以 γ作横轴

时相位差
π
２。可将反电势表示为

Ｅ＝
ψｆ
γ
ｄγ
ｄｔ＝

ψｆ
γω

（６）

式中：
ψｆ
γ
即电势系数。

２３　电磁转矩方程
永磁体产生的磁链 ψｆｆ等于等效励磁绕组的自

感Ｌｆｄ与电流ｉｆｄ的乘积，ψｆｆ＝Ｌｆｄｉｆｄ。则电机的总磁场
能量为

　　　Ｗｍ ＝
１
２［∑ψｍｉｍ ＋ψｆｄｉｆｄ］＝
１
２Ｉ

ＴＬＩ＋ψＴｆＩ＋
１
２ψｆｆｉｆｄ （７）

式中：ψｍ、ｉｍ为第ｍ相绕组所匝链的磁链和电流；ψｆ
为相绕组中永磁体产生的磁链。

联立式（７）可得：

Ｔｅ＝
ｐ′
２Ｉ

ＴＬ
γ
＋ｐ′
ψｆｆ
γ
＋ｐ′２
（ψｆｆｉｆｄ）
γ

（８）

式（８）中，第一项为凸极效应引起的的磁阻转
矩，第二项为定转子互相作用产生的基本电磁转矩，

是主转矩，第三项为齿谐波磁导引起的转子永磁体

齿槽转矩，ｐ′为电机的极对数。可得到数学模型：

Ｕ＝ｄｄｔψｓｓ＋ＲＩ＋Ｅ，

ψＳＳ＝ＬＩ，
ｄγ
ｄｔ＝ω，

ｄω
ｄｔ＝

ｐ
Ｊ（Ｔｅ－ＴＬ），

Ｅ＝
ψｆ
γω
，

Ｔｅ＝
ｐ′
２Ｉ

ＴＬ
γ
Ｉ＋ｐ′

ψＴｆ
γ
Ｉ＋ｐ′２

（ψｆｆｉｆｄ）
γ



















 ，

其中：ＴＬ为转子负载转矩；Ｊ为转动惯量。

３　控制对象

以三相无刷直流电机作为研究对象，极对数为

１，等效电路原理图如图１所示。

图１　无刷直流电机等效模型
Ｆｉｇ１　ＥｑｕｉｖａｌｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆＢＬＤＣｍｏｔｏｒ

图中，ｅａ，ｅｂ，ｅｃ为相反电动势；Ｕａ，Ｕｂ，Ｕｃ
为定子相电压；ｉａ，ｉｂ，ｉｃ为相电流；ｒ为定子绕组
内阻。Ｌ为定子绕组电感，Ｍ为互感。当图中 Ａ，，
Ｂ两相导通，Ｃ相关断时，则 ｉａ＝－ｉｂ，ｉｃ＝０，
ｅａ＝－ｅｂ。代入转矩方程：

Ｔｅ＝
ｅａｉａ＋ｅｂｉｂ＋ｅｃｉｃ

ｎ （９）

可得：

Ｔｅ＝
ｅａｉａ＋ｅｂｉｂ
ｎ ＝２ｋｅｉａ （１０）

其中：ｎ为电机转速；Ｔｅ为电磁转矩；ｋｅ为反电动
势系数；角速度为 ｗ；微分算子 ｐ＝ｄ／ｄｔ；由电力
拖动基本理论［１４］可得：

Ｔｅ－ＴＬ＝Ｊｐｗ＋Ｂｗ （１１）
设计变饱和结构控制器 ，令 ｘ１＝ｗ －ｗ，则

ｘ２＝ｘ１＝－ｗ，其中，ｗ为定角速度，ｗ为反馈的
转子角速度。由式（１０）和式（１１）：

２ｋｅｉａ＝Ｊｗ＋Ｂｗ （１２）
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化简后到：

ｘ１
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ｘ１
ｘ[ ]
２
＋

０

－
２ｋｅ







Ｊ
ｉ
·

（１３）

表明电机模型是可控的。

４　变饱和柔性变结构控制器设计

４１　柔性变结构控制器
柔性变结构控制器通过连续改变控制器的参

数，从而实现系统性能接近时间最优控制。基本原

理如下［１１］：

以ｎ维线性系统的非连续变结构控制器为例：
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ （１４）

约束控制条件是｜ｕ｜≤ｕ０，控制量是ｕ＝ｆ（ｘ，ｐ）。
ｆ是一般算子，由系统状态向量 ｘ１，ｘ２和选择参数 ｐ
决定。

ｐ根据选择策略计算，由连续函数ｓ定义：
ｐ＝ｓ（ｘ） （１５）

选择策略在ｋ个不同选择参数ｐ或者 ｋ个子控
制器ｆ（ｘ，ｐ）之间切换。则不连续的变结构控制器的
框图原理如图２所示。

图２　不连续变结构控制原理框图
Ｆｉｇ２　Ｂｌｏｃｋｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆａｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ

ｖａｒｉａｂｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｏｎｔｒｏｌ

将参数ｐ由连续函数 ｓ给出，得到柔性变结构
控制器［１５］的框图原理如图３所示。

图３　柔性变结构控制原理框图
Ｆｉｇ３　Ｂｌｏｃｋｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｓｏｆｔｖａｒｉａｂｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｏｎｔｒｏｌ

其中：选择控制策略的公式为

ｓ（ｘ，ｐｎ…ｐ）＝０ （１６）
参数ｐ的范围为［０，１］。

４２　变饱和柔性变结构控制器
对于线性系统（１４），控制参数 ｕ服从约束

｜ｕ｜≤ｕ０控制器由ｋ１和带有饱和项的ｋ２。
ｕ＝ｕ１＋ｕ２ （１７）
ｕ１＝－ｋ

Ｔ
１ｘ （１８）

ｕ２＝－ｓａｔ（ｕｓ（ｘ），ｕ），ｕ＝ｋ
Ｔ
２ｘ （１９）

加在饱和项的可变限为±ｕｓ（ｘ）

ｓａｔ（ｕｓ（ｘ），ｕ）＝

ｕｓ（ｘ），ｕ≥ｕｓ（ｘ）；
ｕ，｜ｕ｜＜ｕｓ（ｘ）；
－ｕｓ（ｘ），ｕ≤ｕｓ（ｘ

{
）

（２０）

图４　变饱和状态变结构控制结构
Ｆｉｇ４　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｖａｒｉａｂｌｅｓａｔｕｒａｔｉｏｎｓｏｆｔｖａｒｉａｂｌｅ

ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｏｎｔｒｏｌ

改写非线性控制律，控制的结构将等式满足：

ｕ＝－ｋＴ１ｘ－ｐｋ
Ｔ
２ｘ （２１）

其中：ｐ＝
ｕｓ（ｘ）
ｋＴ２ｘ
ｓａｔ（１，

ｕｓ（ｘ）
ｋＴ２ｘ
） （２２）

ｓａｔ（１，
ｋＴ２ｘ
ｕｓ（ｘ）

）＝

１，
ｋＴ２
ｕｓ（ｘ）

≥１；

ｋＴ２ｘ
ｕｓ（ｘ）

，｜
ｋＴ２ｘ
ｕｓ（ｘ）

＜１｜；

－１，
ｋＴ２ｘ
ｕｓ（ｘ）

≤













 －１

（２３）

其中：参数ｐ是选择变量。
改变形式的变结构控制如图５所示。

图５　改变形式的变结构控制
Ｆｉｇ５　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｔｈｅｒｅｆｏｒｍｕｌａｔｅｄｖａｒｉａｂｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

ｃｏｎｔｒｏｌ

将等式（２１）带入等式（２２）中，得：
ｘ＝（Ａ－ｂｋＴ１－ｐｂｋ

Ｔ
２）ｘ＝Ａ^（ｐ）ｘ （２４）

柔性变结构控制（２２），（２４）满足２个条件：
（Ａ１）｜ｕ｜≤ｕ０；
（Ａ２）假设条件（Ａ１）得到满足，控制系统

（２２），（２４）在平衡状态 ｘ＝０的稳定性必须得到保
证。而且所有从区域

Ｇ＝｛ｘ｜ｘＴＲｘ≤ｖＧ｝ （２５）
如果：

ｖ（ｘ）＝ｘＴＲｘ （２６）
在区域Ｇ是Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，则控制环的平衡状

态ｘ＝０渐进稳定。条件ｖ
．
（ｘ）＜０满足Ｌｙａｐｕｎｏｖ式：

Ａ^Ｔ（ｐ）Ｒ＋Ｒ^Ａ（ｐ）＝－Ｑ（ｐ） （２７）
Ｑ（ｐ）在区间［ｐｍｉｎ，１］是正定矩阵，且ｐｍｉｎ≥０。
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稳定控制的充分条件：

ｐｍｉｎ≤ｐ≤１ （２８）
限制了选择策略（２２）中的变饱和函数 ｕｓ（ｘ）。

考虑等式（２３）中｜ｋＴ２ｘ／ｕｓ（ｘ）｜≥１，有：
对于：

｜
ｋＴ２ｘ
ｕｓ（ｘ）

｜≥１，ｓａｔ（１，
ｋＴ２ｘ
ｕｓ（ｘ）

）＝±１ （２９）

从等式（２２）中得：

｜
ｋＴ２ｘ
ｕｓ（ｘ）

｜≥１，ｐ＝
ｕｓ（ｘ）
｜ｋＴ２ｘ｜

（３０）

在条件（２８）下应用等式（３０）：
ｕｓ（ｘ）≥ｐｍｉｎ｜ｋ

Ｔ
２ｘ｜ （３１）

在ｘＴＲｘ＝ｖＧ的条件下，解：
｜ｋＴ２ｘ｜→ｍａｘ （３２）

得到：

ｍａｘ
ｘＴＲｘ＝ＶＧ

｜ｋＴ２ｘ｜＝ ｖＧｋ
Ｔ
２Ｒ

－１ｋ槡 ２ （３３）

ｕｓ（ｘ）还必须满足：

ｕｓ（ｘ）≥ｐｍｉｎ ｖＧｋ
Ｔ
２Ｒ

－１ｋ槡 ２ （３４）
和条件（Ａ１），即：

｜ｕ｜＝｜ｕ１＋ｕ２｜≤ｕ０ （３５）
如果：

｜ｕ１＋ｕ２｜≤ｕ０ （３６）
那么等式（３５）将得到满足。等式（３６）中的｜ｕ２

｜项的量值通过如下估计：
｜ｕ２｜≤ｕｓ（ｘ） （３７）

｜ｕ１｜的最大值可能出现在轨迹从 Ｇ出发时，应
用Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数（２６）进行估计。考虑控制环的轨
迹 ｘ（ｔ），它从Ｌｙａｐｕｎｏｖ域边界出发：

Ｅ（ｘ）＝ ｘ｜ｘＴＲｘ≤ｖ（ｘ{ }） （３８）
其中：ｘ不能离开椭圆，假定｜ｕ１｜＝｜ｋ

Ｔ
１
ｘ｜为域 Ｅ（ｘ）

边界的最大值。这个值能从最优问题中得出，过程

相似于等式（３２）。
在条件 ｘＴＲｘ＝ｖ（ｘ）下，解：

｜ｋ１ｘ｜→ｍａｘ （３９）
这个解是：

ｍａｘ
ｘＴＲｘ
｜ｋＴ１ｘ｜＝ ｖ（ｘ）ｋＴ１Ｒ

－１ｋ槡 １ （４０）

同样，对于 ｘ∈Ｅ（ｘ）：

｜ｕ１｜＝｜ｋ
Ｔ
１
ｘ｜＝ ｖ（ｘ）ｋＴ１Ｒ

－１ｋ槡 １ （４１）
将等式（３７）和（４１）带入等式（３６）中，得：

ｖ（ｘ）ｋＴ１Ｒ
－１ｋ槡 １＋ｕｓ（ｘ）≤ｕ０ （４２）

如果选择下面给出的ｕｓ（ｘ）：

ｕｓ（ｘ）＝ｕ０－ ｖ（ｘ）ｋＴ１Ｒ槡
－１ｋ１ （４３）

那么等式（４２）将得到满足。整个柔性变结构
控制将通过等式（２２），（２４）和（３３）给出。

应用等式（４３）可以更加准确地表示稳定条件
（３４）：

ｕ０≥ｐｍｉｎ ｖＧｋ
Ｔ
２Ｒ

－１ｋ槡 ２＋ ｖ（ｘ）ｋＴ１Ｒ
－１ｋ槡 １ （４４）

对于所有ｘ∈Ｇ来说，ｖＧ是 ｖ（ｘ）的最大值。如
果：

ｕ０≥ ｖ槡Ｇ（ｐｍｉｎ ｖＧｋ
Ｔ
２Ｒ

－１ｋ槡 ２＋ ｖ（ｘ）ｋＴ１Ｒ
－１ｋ槡 １）

（４５）
那么，等式（４４）肯定能得到满足。

变饱和状态柔性变结构控制由系统（１４）和控
制器（２１）构成，即：

ｘ＝（Ａ－ｋＴ１ｂ－ｐｋ
Ｔ
２ｂ）ｘ （４６）

其中：

ｐ＝
ｕｓ（ｘ）
ｋＴ２（ｘ）

ｓａｔ（１，
ｋＴ２ｘ
ｕｓ（ｘ）

） （４７）

以及：

ｕｓ（ｘ）＝ｕ０－ ｖ（ｘ）ｋＴ１Ｒ
－１ｋ槡 １，ｖ（ｘ）＝ｘ

ＴＲｘ（４８）
设计变饱和柔性变结构控制器步骤如下。

Ｓｔｅｐ１　选取线性控制器 ｋ１，使 Ａ－ｋ
Ｔ
１ｂ是一个

稳定的系统。

Ｓｔｅｐ２　假定最好的情况 ｐｍｉｎ＝０，考虑等式
（６），解Ｌｙａｐｕｎｏｖ等式：

Ａ^Ｔ（０）Ｒ＋Ｒ^Ａ（０）＝－Ｑ（０） （４９）
其中Ｑ（０）是任意选择的正定矩阵，Ｒ正定矩阵。

Ｓｔｅｐ３　确定稳定条件（３４）中 ｖＧ的最大值，
ｐｍｉｎ＝０可以进一步简化。

ｕ０≥ ｖ槡Ｇ ｋＴ１Ｒ
－１ｋ槡 １ （５０）

Ｓｔｅｐ４　在 Ａ^（１）＝Ａ－ｂｋＴ１－ｂｋ
Ｔ
２，找出控制向量

ｋ２向量，这样Ｌｙａｐｕｎｏｖ等式：
Ａ^（１）Ｒ＋Ｒ^Ａ（１）＝－Ｑ（１） （５１）

将满足正定矩阵Ｑ（１）。

５　仿真实验

在Ｍａｔｌａｂ的Ｓｉｍｕｌｉｎｋ环境下，无刷直流电机参
数设置如下：

定子每相电阻Ｒ＝１Ω
每相电感Ｌ－Ｍ＝００４Ｈ
转动惯量Ｊ＝００１ｋｇ·ｍ２

阻尼系数Ｂ＝００００２Ｎ·ｍ·ｓ／ｒａｄ
反电动势系数 ｋｅ＝０２４。４８Ｖ直流电源供电，

得到无刷直流电机可控二阶模型：

ｘ１
ｘ[ ]
２

＝
０ １
０ －０．[ ]０４

ｘ１
ｘ[ ]
２

＋
０[ ]－１０
ｉ
·

（５２）

控制系统的控制框图如图６所示。
５１　转矩脉动小

在实验中，当速度控制环采用ＰＩＤ控制时，取
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图６　系统控制框图
Ｆｉｇ６　Ｓｙｓｔｅｍｃｏｎｔｒｏｌｂｌｏｃｋｄｉａｇｒａｍ

离散ＰＩＤ控制器３个参数 ｋＰ＝１０，ｋＩ＝００１，ｋＤ＝
００００１，采样周期为０００１ｓ，仿真时间３ｓ。对应
的无刷直流电机的转矩波形如图７所示。当速度调
节环采用变饱和柔性变结构控制时，对应的无刷直

流电机转矩波形如图８所示。比较图 ７和图 ８可
知，采用ＰＩＤ控制的系统转矩脉动在ｔ＝１ｓ时趋于
平稳，而采用变饱和柔性变结构控制的系统转矩脉

动在ｔ＝０７ｓ时趋于平稳，并且转矩脉动明显降
低。

图７　基于ＰＩＤ控制的转矩波形
Ｆｉｇ７　ＴｏｒｑｕｅｗａｖｅｆｏｒｍｂａｓｅｄｏｎＰＩＤｃｏｎｔｒｏｌ

图８　基于变饱和柔性变结构控制的转矩波形
Ｆｉｇ８　Ｔｏｒｑｕｅｗａｖｅｆｏｒｍｂａｓｅｄｏｎｖａｒｉａｂｌｅｓａｔｕｒａｔｉｏｎ

ｓｏｆｔｖａｒｉａｂｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｏｎｔｒｏｌ
５２　转速响应快

设定转速为１０００ｒ／ｍｉｎ，速度调节环分别采用
ＰＩＤ控制方式和变饱和柔性变结构控制方式。对应
转速波形分别如图９和图１０所示。观察图９和图
１０可知，采用ＰＩＤ控制的系统转速响应在ｔ＝１ｓ时
达到额定值并趋于平稳，而采用变饱和柔性变结构

控制的系统转速响应在ｔ＝０７ｓ时达到额定值并趋
于平稳。

图９　基于ＰＩＤ构控制的电机转速波形
Ｆｉｇ９　ＭｏｔｏｒｓｐｅｅｄｗａｖｅｆｏｒｍｂａｓｅｄｏｎＰＩＤｃｏｎｔｒｏｌ

图１０　基于变饱和柔性变结构控制的电机转速波形
Ｆｉｇ１０　Ｍｏｔｏｒｓｐｅｅｄｗａｖｅｆｏｒｍｂａｓｅｄｏｎｖａｒｉａｂｌｅ

ｓａｔｕｒａｔｉｏｎｓｏｆｔｖａｒｉａｂｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｏｎｔｒｏｌ

５３　相反电动势波形改善
实验得到基于变饱和柔性变结构控制的电机控

制系统Ａ相相反电动波形如图１１所示。图中电动
势波形为梯形波，相反电动势波形得以改善，且在

０７ｓ时趋于平稳。

图１１　三相反电动势波形
Ｆｉｇ１１　ＢａｃｋＥＭＦｗａｖｅｆｏｒｍｏｆＡｐｈａｓｅ

６　结　论

无刷直流电机在航空航天，军用机器人和机械

臂驱动应用中占较大比例，要求电机调速动态响应

快，静差率小和调速范围宽。同时，家用电器正朝

着节能，智能化和控制系统高可靠性方向发展。本

文提出了变饱和柔性变结构控制算法。实验验证了

该算法既有传统ＰＩＤ控制的灵活性，又具备了很好
的稳定性和较快的响应速度。在改善控制系统控制

性能方面具有一定优势，这是传统ＰＩＤ控制甚至模
糊、神经网路控制难以实现的。它的一个显著特点

就是在同样精度要求下，系统响应过渡时间短，且

运行的更加平稳。 （下转第１０２页）
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